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Transformacao de Lorentz p/

| velocidades
§ u + v
U= u'v Teste:se u' =c. u =c¢/ (p/qqv)
1+ 2

Alice esta em um foguete andando com
velocidade v = 0,5¢ com respeito a Victor. Ela
dispara um missil na direcdo oposta a de
Victor, com velocidade u’ = 0,6c em relacao ao

foguete. Qual a velocidade do projétil em | &= —r—p )
relacao a Victor? @ ——— u

Resposta: u = 0,846¢

Desafio: prove que se u’<c e v<c entdo u<c

e y




4 R

= Pode algo andar mais rapido que a luz?
W . e
Admite-se que uma influéncia
causal va de A até B com
y ¥ velocidade u > c. P: Se v > (clu).c,
entdo o instante
Ae—> 4> > —» —» —> B t's (com relagao
th = 0/ A influéncia causal chega ao ref. S’) satisfaz
¥ no instante ¢, = x_/u.
o -y < ¢ A) 'z > tg
S.I\ x' B) t,B = tB
® —=x C)ty > t'; >0
XB
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» Pode algo andar mais rapido que a luz?

b

Admite-se que uma influéncia _

causal va de A até B com Visto do ref. S
y ¥ velocidade u > c. , v

3 tA:’V(tA_C_QxA):O
,670 i e i» —» —>» —> o B "
t, =0 A influéncia causal chega tg =7 (tB — 0_2333)
no instante ¢, = x_/u. VU
=t P T — it (1- )
i ) < ¢
- ® X’ Se v > (clu).c: t’z <Ol
® —
B

Se algo pudesse andar mais rapido que a luz, alguns

observadores veriam efeitos acontecerem antes das suas

causas, como num filme rodando ao contrario — absurdo!

/




- O Intervalo entre 2 eventos

‘ Medicdes feitas no sistema xy
Yy »’

Y2 -
Ay[
:ﬂ

Y14/~

Na geometria usual, a distancia

espacial entre 2 pontos nao

* depende da escolha da orientacao

< A T .

: *_ dos eixos x e y
Os valores das A distancia d

coordenadas e

: ¢ a mesma.
dos intervalos :
s30 difq‘f‘entes. . d2 — ( AX)Z + ( Ay)Z
2 <.
ﬂd”/ F o )2 \2
/) e = (AX)< + (Ay')

o

¥

@ Medigdes feitas no sistema x’y’




N O Intervalo entre 2 eventos

N Em relatividade: o intervalo espaco-temporal

entre dois eventos:

s? = c?(At)? - (Ax)?
é independente do referencial inercial usado para medir x e t

A (AL)? — (Az)? =
2 eventos

E1: (xq, t;) ou (x4 t'y) = 2 [CQ(At/ +vAz' /c*)? — (Ax' + UAt,)2]

E2: (x,, tp) ou (X5, 1) \\ (At) \/C )72\_ 1)

AX = (X = X,); At = (tp — 1) At —QM”

— C2(At/)2 . (ACE/)Q

@ O intervalo s nao é relativo!! -
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N O Intervalo entre 2 eventos
5 s2 = c2(At)2? - (Ax)?

Considere os seguintes pares de eventos:
A) A1: Victor dispara um raio laser; A2: O raio atinge Ana

) B1:orelégio de Peggy marca 13h; B2: o reldgio de Peggy marca 14h

C) C1: Uma bomba explode 100m a esquerda de Ryan;

C2: Simultaneamente (no ref. de Ryan) outra bomba
explode 100m a sua direita

P: Esses pares de eventos satisfazem

A)s?,>0, s’°; =0, s’ <0 C)s?,= 0, s’3<0, s?%.>0
B)s?,=0, s?;>0, s’ <0 D)s?,< 0, s3>0, s’ =0
)




| O Intervalo entre 2 eventos
s? = c?(At)? - (Ax)?

O intervalo entre 2 eventos pode ser de 3 tipos distintos
1. s2>0: intervalo ‘tipo tempo’.

Ex: intervalo entre dois ‘tiques’ de um mesmo relégio.
Nesse caso € possivel que um dos eventos afete o outro, através de alguma
influéncia que se propague com v = Ax/At < c. Todos os observadores inerciais

concordam quanto a ordem temporal desses eventos.

2. s?2=0: intervalo ‘nulo’ ou ‘tipo luz’.
Ex: intervalo entre a emissao e deteccao de um raio de luz se

propagando em linha reta. Nesse caso é possivel que um dos eventos afete o
outro, mas apenas através de uma influéncia que se propaga com v = Ax/At = c.
Todos os observadores inerciais concordam quanto a ordem temporal desses

eventos.
3. s?2<0:intervalo ‘tipo espaco’.
EXx: intervalo entre duas bombas explodindo simultaneamente em um

dado referencial. Nesse caso nao é possivel que um dos eventos afete o outro, por

qualquer influéncia que se propague com v = Ax/At < c. Observadores inerciais @
Qistintos podem discordar quanto a ordem temporal desses eventos. /




4 Interpretacio Geométrica do Intervalo
" entre 2 eventos
|

Caminho percorrido h € a mesma em

pela luz em S’ ambos os referenciais.
Espelho  Espelho /

em S’ em S’ &
* __#’.::: .
E1: Luz é emitida Caminho
Lags/ N 7 +" 1 _a.n percorrido
, ~cAt W ScAt

E2: Luz é detectada 2=/ 0 e 2 1a 1
“““ ¢" pe a uz
.......... hle —

em S”

1 ’ 1A »
SAx SAx
Emissdo Deteccidoem S’  Detecgcdo em S”
Ax'

Ax”




o O Intervalo entre 2 eventos
-

Obs1: mais geralmente: s? = c?(At)? - (Ax)? - (Ay)? - (Az)?

Obs2: Como ‘usar’ o intervalo espaco-temporal:

Se sabemos Ax e At entre 2 eventos no ref. S, e também (p. ex.)

At' no ref. S’, podemos facilmente obter |AX’|, sem ter de usar todo o
‘poderio’ das transformacos de Lorentz...




4 . . . A
% Energia e Momento linear Newtonianos

b

Relembrando: Na mecanica de Newton existem
Leis de conservacao:

‘e D)

onservacao do Momento Linear: num sistema isolado de forgcas externas,

P.= P,

onde o vetor P = Zj m; u; € o momento linear total das particulas do sistema

/Conservagéo da Energia: num sistema submetido a forgcas conservativas \
E. = E;

onde E = Zj V2 m; u?+V(xq,....X,t)| € a energia total das particulas do sistema

energia cinética energia potencial /

_
® y
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% Energia e Momento linear Newtonianos
N

As leis de conservacao de P, E Newtonianos sao
invariantes por transformacoes de Galileu? SIM

u u/3 4u/3
Pi = 2mu, Ei = mu? Pf= 2mu, Ef= mu?2

Galileu: v = u — v

_ ) -2u/3 u/3
)%\V u @ U @ > @ @

®

= -mu, E,="mu? P;=-mu, E{= "% mu?

Cada observador inercial mede um valor diferente de P, E para o
sistema, mas ambos concordam que eles se conservam

/




% Energia e Momento linear Newtonianos

b
As leis de conservacao de P, E Newtonianos sao
invariantes por transformagoes de Lorentz? NAO!!
% u > u/3 4u/3
P.=2mu, E;=mu? P;=2mu, E;=mu?
, u—7v
Lorentz: u' = Vi -2u/3 u/3
1-72 (1-u2/3c2)  (1- 4u2/3c?)

h=
°

= > «@ ©

.= -mu, E,=1%mu? P;#-mull, E;# %% mu2!l




4 . . . A
9 Energia e Momento linear Newtonianos

o

As leis de conservacao de P, E Newtonianos sao
invariantes por transformagoes de Lorentz? NAO!!

Moral: mesmo que P, E Newtonianos sejam conservados em um ref.
inercial, em geral NAO serao conservados em outros refs. inerciais!

2 opcoes possiveis

a) Desistir de usar leis de conservacao para momento
e energia

b) Procurar novas expressoes relativisticas para o momento e energia,
que sejam conservadas em todos os referenciais inerciais

@ y




a)

b)

PRelativistico — M— =M—" 7

o

» Momento linear relativistico

-
Solucao (demonstracao nas notas p/ prox. aula):

Tomar a derivada temporal em relacao ao tempo proprio T da particula

Tomar a massa m no referencial de repouso da particula

dx dx dt mau

dr dt dr a \/ 1 — u? / c2 = YpPNewtoniano
B dt B 1
onde “Vp — E — \/1 —u2/(32

Obs 1: # ¥ | (u é a velocidade da particula, ndo do referencial S’ )
p

> P Newtoniano

Obs 2: quando u <<, P

Relativistico




N Momento linear relativistico

_

P

relat

=y mu
A B P

Q== Q=

A particula A tem metade da massa mas o dobro da
velocidade da particula B. Os momentos lineares
relativisticos das duas particulas satisfazem:

D) Pa = Ps
C) Pa < Pg
d) depende de u

Y € maior para a particula mais rapidal.
@




a ™
¥ Momento linear relativistico vs classico

L |
@ — Prelat = )/pml/l

Um elétron tem massa m = 9:103'kg. A tabela abaixo compara os
momentos classico (Newtoniano) e Relativistico para um elétron em varias
velocidades (unidade: 10-%?kg-m/s):

O momentum relativistico
p=m-u p=y,mu diferenga P tende a o< qu;uldo u—c.
u | classico |relativistico [%] L

0.1c | 0273 0.276 1.1 |
|

0.5¢c 1.36 1.57 15.4 : " Momentum

| newtoniano

0.9¢c 2.46 5.63 128.9 <
0 % 053¢ c
0.99c 2.7 19.2 611.1 A expressido do momentum

newtoniano € valida quando

Liss B Y




4 N
N Particula submetida a forca constante

§

(a) O momentum relativistico
P tende a o quando u —c.
dx o
PNewtoniano = mu=m a1 |
|
|
mu |
PRGZCLt'IZ’U'I:St’I:CO — 5 2 — /ypmu | \Mornentum
\/ 1l —u / C : newtoniano
I <l
5 T : u
0 % 05c c
e . . A expressio do momentum
Def: Forga (relativistica): F = dP,, / dt newtoniano é vilida quando
u<<c.

P: Como se comporta, em fungcao do tempo
t, a aceleracao a = du/dt de uma particula
que sofre uma forca F constante?

a) E constante, pois F = ma.

b) Cai com ¢, tendendo a zero.

c) Aumenta com t, tendendo a infinito.
\d) Primeiro aumenta e depois cai com t.




~

W Particula submetida a forca constante

§

dx
PNewtoniano — mu = M ——

dt

mu

V1 —u2/c?

PRelativistico —

= Ypmu

Def: Forga (relativistica): F = dP .. / dt

relat

P: Como se comporta, em fungcao do tempo
t, a aceleracao a = du/dt de uma particula
que sofre uma forca F constante?

a) E constante, pois F = ma.

b) Cai com ¢, tendendo a zero. F # mal

c) Aumenta com t, tendendo a infinito.
\d) Primeiro aumenta e depois cai com t.

(a)

p

O momentum relativistico
tende a % quando u —c.

-
.
-".
.

\ Momentum
newtoniano

0

(b)

|
0.5¢

u
c

A expressio do momentum
newtoniano € vilida quando
U<<cC.

, — Velocidade
newtoniana

A velocidade de
uma particula nao
pode exceder c.

~®
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1 Particula submetida a forca constante

A
Deducio: considere uma particula de massa m, inicialmente parada

em x =0, =0, a qual sofre uma forca (relativistica) F constante

= %(ypmu) , portanto: F-dt = d(ypmu)

Integrando cada lado: Ft=y mu=p
(Lembre-se, F é constante!) P

2.2
Dividindo por 7, e elevando m2y? = It — F%f? (1 _ ﬁ)
ao quadrado: ),2 ¢

p

Juntando termos em u? e resolvendo para u:
Fct
2 2
J(F1) +(mc)

, _— Velocidade
newtoniana

u(t)=

A velocidade de
uma particula nao

pode exceder c. /
t

0
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» Energia relativistica

» Como fizemos com o0 momento linear, queremos uma nova
definicao relativistica para a energia E, que satisfaca duas
condicoes:

1. Para velocidades baixas (v<<c), a nova definicao de E
deve concordar com a definicao classica (*)

(*) possivelmente a menos de uma constante, ja que na fisica classica
sempre podemos escolher o ‘zero’ de energia de forma arbitraria.

2. Aenergia total (2E) de um sistema isolado deve ser
conservada em todos os referenciais inerciais

e y




4 N
1 Energia cinética relativistica

“
Definicao (recordando Fis |): o trabalho W realizado por uma forca

F para mover uma particula do ponto 1 para o 2 ao longo de um
caminho s €:

2
W, = [F-ds=K,-K,
1

onde K, , sdo as energias cinéticas das particulas nos pontos 1 e 2,
respectivamente (obs: verdade para sistema sem atrito).

-~ d _ Algebra...
Using a definigao relativistica: F' = —()/mu) , (v. notas
dt de aula)

chega-se a expressao:

K =y,mc?-mc’ = (y,-1)mc?

Energia cinética relativistica para uma particula

® y




% Energia cinética relativistica
-

K =ymc?-me’ = (y,-1)mc?

Checando: para U/ << C, podemos aproximar Vp usando a expansao

y, = 1+ u?/c?

2> K= (1+ % u?/c? -1) mc? = % mu?

Portanto, para baixas velocidades recuperamos a il:
expressao Newtoniana !

Porém.... essa expressao sozinha nao se conserva l@
em todos os referenciais inerciais.... (v. adiante)




" E = mc? : Motivacao

WA =

Em um referencial se movendo para baixo com velocidade v << ¢

v v

/\Eﬁ[ﬁ\‘ %
sen o =v/c

Cons. momento na dir. y: M'v = Mv + 2 (mom. y da luz)!

®




" E = mc? : Motivacao

WA =

Em um referencial se movendo para baixo com velocidade v << ¢

v v

sen a =v/c

Cons. momento nadir. y: M'v = Mv + 2[(E/2c)sena]

®




" E = mc? : Motivacao

N =

Em um referencial se movendo para baixo com velocidade v << ¢

v v

[\ili[kf\" %
sen a =v/c

Cons. momento nadir. y: M'v = Mv +Ev/c? _
® y




4 . C . A
3 Energia relativistica

|deia revolucionaria: e se qualquer massa m puder ser
convertida em energia, a uma taxa E; = mc??
Chamamos esse valor de energia de repouso do corpo

Nesse caso, a energia relativistica total de um corpo (incluindo as
energias cinética e de repouso) fica:

Lig

= K +mc? =y mc?

elativistica p

Obs: Limite classico: para U/ << C, obtemos

2

U
~ 2 2
ERelativistico =~ mc (1 | 262) = mc”~ + ENewtoniano

Outro modo de entender esse limite: vale quando K << E,
@




N

b ;g . T
Qual grafico representa a energia relativistica total de uma

. C . A
Energia relativistica

particula de massa m, em funcao da sua velocidade u ?

E =ymc’ = K + mc?




4 _ N
N Energia de repouso

P: Se vocé pudesse converter completamente 1kg de massa

em energia, obteria uma quantidade semelhante a energia

a) obtida queimando 1 Tonelada de petréleo (~ 4 x1010 J)

b) liberada na explosdo da bomba atémica de Hiroshima
(~9x1013 J)

c) consumida no ano de 2013 no Estado do RJ (1,4x10%7 J)

d) emitida pelo Sol em 1us (3,8 x 1020 J)

E,=mc’ = (1 kg)-(3:10°™/)* = 9-10'6 J

obs: até onde se sabe, o0 Unico processo fisico onde essa conversao
@ completa ocorre € a aniquilagcao mateéria-antimatéria Y,




= Energia de repouso

§

Reagdo: n + 23U ——> 236 —> 144Ba + 89Kr + 3n

A massa dos produtos somados € menor do
gue a massa dos reagentes!

AM =M M = 3.07 x 1028 Kg.

obs: 1 u=1/12 (Massa do '°C) = 1,66 x 10?7 Kg.

antes ~ 'V'depois

Massa ‘faltante’: convertida em ENERGIA

E, = (AM)c? = 2.8 x 10-"J liberados em cada reagao

Com 1 mol (N, =6.02 x 1023 4tomos) obtém-se uma
energia gigantesca!!

®

Aplicacao: Fissdao Nuclear do %3°U

A massa dos reagentes € 0,185 u
maior do que a massa dos produtos.

)

A massa de 0,185 u foi
convertida em energia.




= Energia e Momento linear relativisticos

N
P

. _ 2
elar =V, /U E = y,mc

relat

Relacao util igando momento e energia para 1 particula
(generaliza a expressado Newtoniana K = P2 /2m)

2 4
E elat \/m c + I)relat

r

Vale em qualquer referencial inercial

1 u’
Prova: Erelat yp C4 = mzc4 (1 - ) — mzc4 (1 + . . )

2.2
), 4 muc’ p?
=mc + .- =m’c*+P. ¢’




= Energia e Momento linear relativisticos
N

P

: _ 2
relat — )/pml/l ’ Erelat — )/pmc

P: como essas quantidades se transformam quando
realizamos uma transformacao de Lorentz?

Considere 1 particula se movendo de (x, t) para (x + dx, t + dt) em um ref. S. Vamos

transformar as expressoes P,..; € E,.,; acima para um ref. S’ se movendo com vel.
v com relagao a S:
u
2 dx’ = = e dt) ’ 2
ar I v P relat. ¢ (P relat VE elat /c )
Y

% ar= v dx/ Cz) E’ relat y( relat - vP relat )

Transformacoes de Lorentz para
momento e energia Relativisticos

/




= Energia e Momento linear relativisticos
.

P

: _ 2
elar =V, /U E = y,mc

relat
P: como essas quantidades se transformam quando
realizamos uma transformacao de Lorentz?

Considere 1 particula se movendo de (x, t) para (x + dx, t + dt) em um ref. S. Vamos

transformar as expressoes P,

elat € Er

1ot @Cima para um ref. S se movendo com vel.

v com relagao a S:

Obs: Para um sistema de n particulas, o )
~ P relat }’(P relat ~ VErelat /c )
somando essas transformagdes sobre

todas as particulas, vemos que elas ) _
E relat y(Erelat -vP relat )
valem também para o momento e
energia totais do sistema Transformacgées de Lorentz para

momento e energia Relativisticos

/




= Energia e Momento linear relativisticos
-

Consequencia: se, num dado referencial S observarmos
gque um sistema satisfaz

] — i _
P P C E relat E relat

relat relat

entdo um observador no ref. S’ também observara que
pi =P/ e E'i  =E"

relat relat

relat relat

Obs: Para um sistema de n particulas, p’ = /2
relat Y(P relat VE elat /c )

somando essas transformacdes sobre
todas as particulas, vemos que elas E’

relat Y( relat - vP relat )
valem também para o momento e

energia totais do sistema Transformacoes de Lorentz para

momento e energia Relativisticos

/




= Energia e Momento linear relativisticos

N

Consequencia: se, num dado referencial S observarmos
que um sistema satisfaz

=P/, e Ei,  =FEf

relat re relat relat

Pi
entdo um observador no ref. S’ também observara que

P, =P e £ =E

relat relat relat relat

Com essas definicoes de P e E, a conservagdo de momento e energia
torna-se uma propriedade fisica que independe da escolha do

referencial inercial, obedecendo assim ao Principio da Relatividade

®




